Problemas Resueltos

1. La distribucién de la temperatura en una placa metalica, viene dada por la funcion:
70

T(x,y) =

(x.y) 1+x% +3y? +2z2

¢En qué direccién aumenta mas rapido la temperatura respecto al punto(l, 3,2)? ¢Cual es

la méxima tasa de incremento ?

>, donde T esta medida en grados centigrados y X,y,z en metros.

Solucion

Se sabe que la gradiente de T es la direccion en la cual aumenta mas rapido la temperatura.
mas rapido

El gradiente de T es:

V1(xy,z) = <fx (xy,2), fy (x,y,2), T, (X,y,z) >
—140x —210y —480x

=< , ,
(1+x2 +3y2 +222)% A+ x? +3y? +22%)? " (A+x? +3y? +27%)?

-140 -630 -560 >

V(1,3,2) =< , ,
1369 1369 1369

La tasa maxima de crecimiento es la longitud del vector gradiente.
1149

| v(1,3.2)] = 1°
1369

. d
2. Resolver la ecuacion: y® e + d—y =0
X

Solucion:
Yo + dy _g dy Sy
dx dx
o dy =-ye®dx < y15 dy = - e dx ( se logrado separar la variables)

2X
Integrando cada término: J'isdy =- J'eZX dx < _4714= - 92 +C
y y




3. Resolver la ecuacion: (x* +y®)dx + 3x y*dy =0

Solucion Veamos si la EDO es homogénea:

P(x, y) =x*+y°
}P es homogénea de grado 3

P(tx, ty) = (tx)° + (ty)* =t%(x* +y*)=t* P(x.y)

Q(x,y)=3xy?
Q es homogénea de grado 3

Q(tx, ty) =3 (tx)(ty)* =£'Bxy’) =t Q(X, y)

Luego, la EDO es homogeénea.

oy=zx<sdy=xdz+zdx

Hacemos el cambio de variable: z = Y
X

(x*+y?) dx +3xy? dy=0

U b U

(x3 + (zx)%) dx + 3x(zx)? (xdz+zdx) =0
X3 (1+2° ) dx + 32°x* (xdz +zdx) =0
Dividiendo por x*:  (1+z°)dx + 3z°xdz+3Zz%dx =0
(1+42%) dx + 32° xdz =0
32°%dz _ (dx

1
=—[= < =In(l+42%) = - In(x) +cte
Leas? . < ( ) (x)

Separando variables: I

@%In(1+4z3) +1In(x) =cte

1

o In(l+42%)4x = cte < (1+42%)Y*

X = cte < (1+4 2°) x* = cte

3
Sustituyendo z = Y ; (1+4 (y) )x*=cte o x*+4xy =c
X X



4 Resolver la ecuacion: (x*+ 2 y)d—i +3x(xy-2)=0.

Solucion

e Veamos si la Ecuacidn Diferencial Ordinaria (E.D.O) es exacta:

Recordar: La ecuacién diferencial: P dx + Q dy = 0, es exacta si y solo si
8P _9Q

oy ox’

6C+2y) I +3x(xy-2)=0e @Bx2y-6x)dx+ (C+2y) dy =0
dx

U U
P(xy) dx+ Q(xy)dy =0
oP 2
P = 2y _ - =
xy)=3x"y 6X:>ay 3 X oP_4Q
QXYy)=xX+2y = 2—3:3x2 oy ox
De esto, la E.D.O es exacta. Por lo tanto, su solucién es: F(X,y)=c, de modo que
‘Z—F—P(xy) 3 x?y—6x (D)
oF
Sy - Q)= X+2y )
y
De la ecuacion (1) : Z— =3 x*y — 6x = F(x,y) = I(S x? y - 6x)dx
SFxy) =xXy=-3o0@y) ()
Luego, 7= 1 (Cy-37)to M= T=ro ) (@)

Reemplazando (2) en (4): xX*+2y =X+ o (Y=o (Y) =2y
= [pmdy=[2ydy = o) =y (5)

Reemplazando (5) en (3): F(x,y) = x°y — 3x* + y2.

Finalmente, x°y — 3x? + y?= ¢, es la solucion de la ecuacién ordinaria

(*)



5 Resolver la ecuacion: ng—i’ +5xy+3x°=0.

Solucion

e Veamos si la Ecuacién Diferencial Ordinaria (E.D.O) es exacta:

X2%+5Xy+3x520 <:>(5Xy+3x5)dx+xz dy =0 o
U U
P(x,y) dx+ Q(x,y)dy =0
oP
P = + 5 or _
(le) 5Xy IX > ay 5Xx @ig
Qxy) = X° = %3: X oy ox

De esto, la E.D.O no es exacta.

e Determinacion de factores integrantes:

Recordar:
Py 4
¢ Si(Py-Q )/ Qesunafuncion exclusiva de x, entonces p (X) = € Q es
el factor integrante.
. y . 2R g
¢ Si (Qx—P )/ P esuna funcion exclusiva de y, entonces p (y)= e P es
el factor integrante.

¢ SIPy—-Qx)/Q=(5x-2x) /x? = 3/x es una funcién exclusiva de x
Py—Qy
X 3
[2d
Luego, p(x)=¢ Q =p(x)=ex

3Inx _, u () =x°

X

=pu(x =e
Ahora multiplicamos por el factor integrante p (x)= x3, a ambos miembros de la
ecuacion (*), obtenemos:

X3 (5xy+3x°)dx+x3x* dy =0=(5x*y+3x®)dx+ x> dy =0
U U
P(x,y) dx+Q(xy)dy =0

oP
Px,y)=5x%y+3x*= "= 5x*
( y) y :>6y 5P_5Q

oy ox



Q(xy)= x° — 9Q gy
oX
De esto, la E.D.O es exacta. Luego, existe su solucién es F(x,y) = ¢, de modo que :
—ZF:P(x,y)=5x4y+3x8 1)
X
oF
So=QMy)=x" )
y

De la ecuacion (1) : %:5x4y+3x8 = F(x,y) = J(5x4y+3x8)dx
X9
= F(xy) = Xy+ 5+ 0 ()
oF 0 x° oF _ 5
L Y= T (xS Y+ = +0"
uego, 2y ay(X y+3) o' ()= oy X+ ¢ (y) 3)

Reemplazando (2) en (3): x°=x*+ ¢ () = ¢ (y)=0= [¢'(y)dy=[0dy
¢(y)=0 (4)

9
Reemplazando (4 ) en (3): F(x,y) = x5y+%+ 0.

9
. X .z ., . .
Finalmente, x5y+?= c, es la solucion de la ecuacion ordinaria .

6. Resolver: secx j—y +y =senx; y(0)=1
X
L dy _ dy _
Solucién secx o +y=senx & e + (COSX)y =COSX senx,
U U
P(x) Q(x)

esta ecuacion diferencial es lineal de primer orden su solucion esta dada por:
IP(X) dx _ jP(x) dx Icos(x) dx jcos(x) dx

ye = je QX)dx+Ce=ye = fe sen(x)cos(x)dx + C

Luego:y e*"* = J'ese” *sen(x)cos(x)dx + C < y e*"* =e*"* (-1+senx) +C (1)

Como: y(0)=1 (x=0; y=1): 1e*"°=¢*"%(-1+sen 0) +C < C=2 (2)

Reemplazando (2) en (1), obtenemos la solucién: y e*"* =e*"* (-1+senx) +2 .



7. Analizar si: f'(y) j—i +(y) P(x) = Q(X) , puede ser transformada a una E.D.O

lineal de primer orden.

Solucion Sea el cambio: z =f (y)

dz df(y) dfty)dy ., .dy
Luego, — =—>2="221=7 _ fy(y) =L (1
J dx dx dy dx (y)dx @)

Ahora de la E.D. original y de la ec.(1), obtenemos: :JjI)Z( +P(x) z = Q(X), esta E.D.

es lineal.

dy

8. Resolver: y e’ i + Y x =3x
X

y? ,
dz de _2ye’ dy

e - 2
Solucién: Haciendo: z=¢¥ = ——=
dx dx dx

Luego: ;jz+ ZX=3X & SZ+ (2x) z = 6x ,esta ecuacion diferencial es lineal de
X X

primer orden su solucion esta dada por:

z /%= J'ejzx "6x?dx + C >z ¥ = _[exz (6X)dx +C <> z ¥ =3¢ +C
U

o e e =3e"+C

Tomando logaritmos naturales obtenemos: x* +y*=Ln(3 et +C)

9.Determinar un factor integrante de: 2y dx —(x+xy®)dy=0, si el factor integrante de
esde la forma: u=x"y".

Solucion:

2y dx —(x+xy®)dy=0 < (x™ y") (2y dx—(x+xy*)dy) =(x" y") (0)

m+1 . n

— 2xM yn+1 dx - (X y" + Xm+1 yn+3 )dy: 0

Para que sea exacta debe cumplirse: ZP:ZQ
y X

P(x,y) = 2 X" y"* = ‘;Fy’: 2(n+1)x™ y™



Quy) == (™Y + Xy = T = (mn)(x Y™ X" Y™

Igualando obtenemos:
2(n+1)x™ y" =-(m+1)( X"y X" y™) 22(n+ D)Xy =-(mH+1)(XTY")-(m+1) X"y

2(n+1)=—(m+1 n=-1
De esto, ( ) ( ) }=>

-(m+1)=0 m=-1

Por lo tanto, el factor integrante buscado es: u= x* y™

Xy .
si (X, 0,0
10. Sea f; R? >R definida por: f(x,y)=4y*+x* (x,y)=(0,0)

0 si(x,y)=(0,0)
a. Analizar si f tiene derivada direccional en el origen en cualquier direccion

b. Analizar si f es diferenciable en (0,0)

Solucion:
a. D,f(00)=lim (0+ha0 +hh 0) =100 yonde u=(a,b), cona’+b’=1
Caso1l b=0:
3h%a2 (hb)
21,2 a4 2,2 2
D, f(00)=limN’b®+h*a® _yp, Shrat(hb) _, 3ab
150 h -0 h2h(b2 +h%a®) -0 (b +hZa?)
st _se®
(b?) b
Caso 2 b=0:

0, 1(00)=lim f(0+ha0 +hh b) - £(0,0) i f(0+ha0 +hh0) — £(0,0)
3070

— 2 4.4

i £(020) = F(00) _ . 0% +ha

h—0 h h—0

=lim0=0

h—0

En cualquier caso, Df,(0,0)=1 b sib=0
0 sib=0

Conclusion: En cualquier direccion existe la derivada direccional en (0,0).



b. La funcion f es no es diferenciable en (0,0), ya que NO es continua en (0,0), puesto que
no existe el ( Iign . f(x,y), dado que:
X,y)—>

S1={(x,y)/ y=0}: (x!wlo f(xy)= IXTS f(x,0)= mo =0

(x,y)eS1

. . _3x*(x*) ... 3 3
S2={(x,y) y=x?}: lim f(x,y)=lim f(x,x2)=lim—" 7 _|im2=2
(ol y=x} lim £ 0xy)=1im £ (xx) i eresmeand U s

(x:y)eSZ

Ejercicios

1 . Un equipo de oceandgrafo esta elaborando un mapa del fondo del mar para intentar

recuperar un antiguo barco hundido. Por medio de un sonar, desarrollan un modelo:
D = 250+30x*+50 senn—zy, 0<x<2, 0<y<2, donde x,y denotan las distancias en

kilométros y D la profundidad en metros.
Hallar la direccion de maximo cambio de profundidad en el punto de posicion del barco.

d i : : . .
2. Resolver d_y =y? —4. Ademas, determine la(s) solucion(es) singulares si existen
X

4x

Rpta. y = 21+ ce , solucion singular y = -2

_ e4x
3. Resolver dy _ xy+3x-y-3 Rpta. (y+3)° e *=c(x+4)°e?
X Xy—-2x+4y-8

X; 0<x<1
0 x>1

4. Determine un solucién continua que j—y + 2xy = f(x), donde f(x) ={
X

y(0)=0
1+3e)/2,0<x<1
ta.

(e+3)e ™ /2, 1<x
5. Resolver 6xy dx+(4y+9x%)dy=0, y(2)=1, Rpta 3x?y>+y*=13

Rp

6. Resolver (x+y e ¥ )dx-x e ¥ dy =0, y(1)=0, Rpta In In|x| =e’"* -1

7. Resolver j—y =2+,Jy—2x+3,y(1)=0, Rpta In In|x| = e** -1
X

8. Resolver :_y = y(xy® -1).
X

9. Resolver a. y’=e3**?Y cony(0)=0
b. (2x-2y?) dx + (12y*- 4xy) dy = 0

c. (e¥+x)dy-dx=0, y(2)=0



