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Introduccién

@ Los métodos de remuestreo constituyen una herramienta
importante e indispensable dentro del Statistical Learning.

@ Se discuten dos métodos de remuestreo:

validacion cruzada y bootstrap.

o La idea es tomar repetidamente muestras a partir de la data de
entrenamiento y estimar en cada una de estas muestras el
modelo de interés para obtener informacién adicional.

e Validacién cruzada: usado para estimar el error de prueba o
elegir el grado apropiado de flexibilidad de un modelo.

@ Bootstrap: usado para medir el comportamiento de las
estimaciones a través del error estandar, sesgo, etc.
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Error de entrenamiento y prueba

o Es importante recordar la diferencia entre el error de prueba y
el error de entrenamiento.

o El error de prueba es el error promedio que resulta de aplicar
un método para predecir el valor de la variable respuesta
correspondiente a una nueva observacién que no fue usada
para estimar el modelo.

@ El error de entrenamiento puede ser calculado aplicando el
método a las observaciones usadas en la estimacién del
modelo.

e La tasa de error de entrenamiento es por lo general diferente
de la tasa de error de prueba, en particular la primera
subestima la segunda.
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Error de entrenamiento y prueba
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Estimacion del error de prediccion

@ Para estimar el error de prediccién se requiere un conjunto de
prueba grande que por lo general no esta disponible.

@ Algunos métodos realizan un ajuste al error de entrenamiento
para estimar el de error de prueba que incluyen:

el estadistico Cp, AIC y BIC.

@ Los métodos de remuestreo estiman el error de prediccién
aplicando el modelo estimado a un conjunto de datos que no
participo del proceso de estimacién y que fue seleccionado
previamente de la data de entrenamiento.
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Conjunto de entrenamiento y validacién

@ Se divide aleatoriamente la muestra en dos partes: un conjunto
de entrenamiento y un conjunto de validacion.

@ El modelo se estima usando el conjunto de entrenamiento.
Luego el modelo es usado para predecir las observaciones
dentro del conjunto de validacién.

@ El error obtenido en el conjunto de validacién proporciona una
estimacién del error de prueba a través del MSE cuando la
variable respuesta es cuantitativa y la tasa de mala
clasificacion si la variable respuesta es cualitativa.
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Data Automdvil

@ Se divide aleatoriamente las 392 observaciones en un conjunto
de entrenamiento y un conjunto de validacién cada uno con
196 observaciones.

@ Se estiman modelos de regresion lineal con diferente
flexibilidad.
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Metodologia de validacién

@ La estimacion del error de prueba puede ser altamente variable
dependiendo precisamente de las observaciones incluidas en el
conjunto de entrenamiento y de validacién.

@ En la metodologia de validacién solo un conjunto de
observaciones, aquellas incluidas en el conjunto de
entrenamiento, son usadas para estimar el modelo.

@ Lo anterior sugiere que el error en el conjunto de validacién
puede tender a sobreestimar el error de prueba para el modelo
estimado con la data completa.
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Validacion cruzada K-fold

@ Se trata de una metodologia ampliamente usada para estimar
el error de prueba. Estas estimaciones pueden ser usadas para
seleccionar el mejor modelo.

o La idea es dividir aleatoriamente la data en K partes de igual
tamafio. Se deja de lado la parte k y se estima el modelo con
las K — 1 partes combinadas y luego se obtienen las
predicciones para la parte k.

@ Se repite el proceso para cada parte k =1,2,--- | K.

Validation | Train | Train | Train | Train
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Validacion cruzada K-fold

@ Sean Gy, Gy, -+, Ck las K partes donde Cj denota los indices
de las observaciones en la parte k. Existen nj, observaciones en
la parte k. Si n es miltiplo de K entonces ny = n/K.

@ Se calcula;

PN

n

iy = > X MSE,
k=1

donde MSEx =3 cc (Vi — 9i)?/ni y ¥i es la estimacién para
la observacion i que se encuentra en la parte k removida.

@ Se obtiene leave-one out cross-validation (LOOCV) cuando
K =n.
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Validacion cruzada K-fold

@ La metodologia LOOCV supone un importante esfuerzo
computacional.

@ Sin embargo se puede probar que:

1 Yi— Vi
CV(”):nZ<1—h)

P
donde y; se obtiene con el modelo estimado usando todos los

datos y h; es el leverage.

@ Las estimaciones por LOOCV se encuentran altamente
correlacionadas y podrian tener mucha variancia.

@ Una mejor opcidén es usar K =5 o0 K = 10.
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Validacion cruzada K-fold
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Validacion cruzada K-fold
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Validacién cruzada para clasificacion

@ Sean Gy, Gy, -+, Ck las K partes donde Cj denota los indices
de las observaciones en la parte k.

@ Se calcula:
K e
CVi = —
K Z n Errk
k=1
donde Errk = ZiGCk I(y, 75 f/,-)/nk.
o La estimacién del error estandar es:

K
~ 1 I
SE(CVK): m E (Errk—Errk)2
k=1

Ms Carlos Lépez de Castilla Vasquez Técnicas Multivariadas Avanzadas



Introduccién
Bootstrap en general
Bootstrap Otros usos del bootstrap

Introduccién

@ Se trata de una herramienta estadistica poderosa y flexible que
puede ser usada para cuantificar la incertidumbre asociada con
un estimador o un método dentro del Statistical Learning.

@ El uso del término deriva de la frase en “The Surprising
Adventures of Baron Munchausen” de Erich Raspe:

The Baron had fallen to the bootom of a deep lake.
Just when it looked like all was lost, he thought to pick
himself up by own bootstraps.

@ No se trata del mismo término usado en las ciencias de la

computacién donde el término boot corresponde a realizar un
conjunto de operaciones primarias esenciales.
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@ Suponga que se desea invertir una suma fija de dinero en dos
activos financieros que brindan retornos de X y Y que se
consideran cantidades aleatorias.

@ Nos interesa conocer la fraccién « de nuestro dinero a invertir
en X y la fraccién restante (1 — a) en Y.

@ Se desea escoger o para minimizar el riesgo total, o variancia,
de nuestra inversion. En otras palabras se desea minimizar
Var(aX + (1 — a)Y).

@ Se puede probar que:

2
Oy — OXY
U§<+U%/—20'XY

o =
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@ Supongamos que a§< =1, a%, =125y o0xy =05y por
consiguiente el verdadero valor para a = 0,6.

@ Cada panel muestra 100 valores simulados para X y Y. Las
estimaciones para « es 0.576, 0.532, 0.657 y 0.651.

@ Para estimar la desviacién estandar de & se repite el proceso de
simulacién anterior 1000 veces para obtener &1, ao, - -+, G1000-

@ La media sobre las 1000 estimaciones es:

1000
a= 100026” 0,5996

y su desviacién estandar SE(&) =~ 0,083.
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Bootstrap en general

@ El procedimiento anterior no puede ser aplicado por que en la
vida real no es posible generar nuevas muestras de la poblacién
original.

@ Sin embargo la metodologia bootstrap permite imitar el
proceso anterior para estimar la variabilidad de un estimador
sin necesidad de generar muestras adicionales.

@ Las muestras se obtienen con reemplazo a partir de la data
original y tienen el mismo tamaiio del conjunto original.

e Como resultado algunas observaciones pueden aparecer mas de
una vez en cada muestra bootstrap.
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Bootstrap en general
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Bootstrap en general

@ Sea Z*! la primera muestra bootstrap con la que se obtiene la

estimacién a*!.

e El procedimiento anterior se repite B veces (100 o 1000) lo

cual permite obtener: Z*1, Z*2 ...  Z*B y las estimaciones
correspondientes: &*1, &*2, ... &*B.

@ Se estima el error estandar de la estimacion bootstrap usando:

B
~ 1 E Akl ~
SEB(Oé) = m (Oé — )2
r=1

@ Lo anterior es una estimacién del error estandar de « estimado
a partir del conjunto original de datos.
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Bootstrap

Bootstrap en general
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usos del bootstrap

@ Las primeras aplicaciones del bootstrap estuvieron asociadas al
calculo del error estandar de un estimador.

@ También proporcionan intervalos de confianza aproximados
para un parametro.
@ En el histograma central los cuantiles 5% y 95 % de los 100

valores son (0.43, 0.72) y representa un intervalo de confianza
aproximado del 90 % para el verdadero «.

o El intervalo anterior es llamado intervalo de confianza
bootstrap por percentiles. Es el método mas sencillo para
obtener un intervalo de confianza con esta metodologia.
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. Es posible estimar el error de prediccién con bootstrap?

@ En validacién cruzada cada una de K partes usada para el
proceso de validacién es diferente de las otras K — 1 usadas
para el entrenamiento. No existe superposicién.

@ Para estimar el error de prediccién se podria pensar en usar
cada muestra bootstrap como la muestra de entrenamiento y
la muestra original como la muestra de validacién.

@ Pero cada muestra bootstrap tiene alta superposicién con la
data original. De esta forma podriamos estariamos
subestimando el verdadero error de prediccion.

@ Es peor alin considerar la muestra completa como muestra de
entrenamiento y el conjunto bootstrap como muestra de
validacién. Es preferible usar validacién cruzada.
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