Capitulo 8

Seleccion de variables

8.1. Introduccion

En muchos problemas de regresion es posible considerar un nimero im-
portante de variables predictoras. Un empresario podria estudiar los factores
que afectan la calidad de su producto a través de un conjunto de predictores
como la experiencia de los empleados, proveedores de materia prima, algunas
caracteristicas del proceso de produccion y muchas otras. En un estudio clini-
co para modelar el tamano de un tumor se podrian tener muchos predictores
potenciales que describen el estatus del paciente y factores ambientales que
podrian ser relevantes.

Si se tienen muchos predictores es necesario identificar aquellos conside-
rados importantes o activos y los que no son importantes o tnactivos. Los
métodos de seleccién de variables desarrollados en este capitulo son usados
para este propoésito. Las estimaciones y predicciones son, por lo general, mas
precisas cuando el modelo se estima usando los términos relevantes.

La seleccion de variables para regresion lineal no es la inica metodologia
al problema de modelamiento de una variable respuesta como funcién de una
gran cantidad de términos o predictores. Las areas de machine learning y data
mining proporcionan algunas alternativas para este problema y en algunas
circunstancias los métodos desarrollados en estas areas podrian dar mejores
resultados. Una introduccién se pueden consultar en Hastie, Tibshirani y
Friedman (2001).
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8.2. Los términos activos

Sea Y una variable respuesta y X un conjunto de términos obtenidos a
partir de los predictores. El objetivo del proceso de seleccién de variables es
dividir X = (X4, X7) donde X 4 es el conjunto de términos activos y Xz es
el conjunto de términos inactivos. Suponga que la funcién media es:

E(Y|X =x) = Bx4 + 87Xz (8.2.1)

Para los téminos inactivos se considera que 87 = 0. Si se tiene un tama-
no de muestra lo suficientemente grande es posible identificar facilmente los
términos activos como aquellos cuyos coeficientes estimados son diferentes de
cero y los términos inactivos como aquellos cuyos coeficientes son cercanos a
cero.

8.2.1. Colinealidad

Dos términos X; y X5 son exactamente colineales, o linealmente indepen-
dientes, si existe una ecuacion lineal tal que:

Cle + CQXQ = Cy (822)

donde ¢y, c; vy co son constantes. La colinealidad entre X; y X5 se mide
por el cuadrado de su coeficiente de correlacién muestral r%,. La colinealidad
exacta corresponde a 7%, = 1 y la no colinealidad a ri, = 0.

Un conjunto de términos X, Xy, ---, X, es exactamente colineal si:

61X1 +CQX2—|— +Cpo = C

donde ¢y, c1, -+, ¢, son constantes tales que al menos una es diferente de
cero.

8.2.2. Colinealidad y variancias

Cuando p > 2, la varianza del j—ésimo coeficiente es:

" o? 1

Var(fj) = 7 S x (8.2.3)

donde Sx,x, = > (zi; — ;). La cantidad (1 — R?)™" es llamado el j—ésimo
factor de inflacion de variancia o VIF; (Marquardt, 1970) y representa
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el incremento en la variancia debido a la correlacién entre predictores. En
términos practicos se considera que si el VZF; > 10 se tiene evidencia de la
presencia de colinealidad.

8.3. Seleccion de variables

El objetivo del proceso de selecién de variables es dividir X en el conjnto
de términos activos X 4 y el conjunto de términos inactivos X7. Existen dos
problemas a resolver. Primero, dado un candidato particular X, para los
términos activos: jqué criterio deberia ser usado para comparar X¢ con otras
posibles elecciones para X 47 El segundo problema es computacional: ;como
manejar el nimero de comparaciones que deben realizarse?

8.3.1. Criterios de informacion

Suponga que se tiene un subconjunto candidato X¢. Si X¢ = X 4, entonces
los valores estimados obtenidos con la funcién media:

E(Y|Xe = x¢) = Bexc (8.3.1)

deberia ser similares a los valores estimados de la funcién media y la
suma de cuadrados del residual para el modelo anterior deberia ser muy
cercana a la del modelo R.2.11

Los criterios para comparar varios subconjuntos candidatos estan basados
en la falta de ajuste de un modelo y su complejidad. La falta de ajuste para un
subconjunto candidato X se mide usando la suma de cuadrados del residual
SCRc. La complejidad de un modelo de regresiéon lineal mutiple se mide
por el nimero de términos pe en X¢ incluyendo el intercepto. El criterio de
informacion de Akaike es:

AIC =nlog(SCRe/n) + pe (8.3.2)

Los mejores subconjuntos de candidatos tienen menores valores para este
indicador. Otra alternativa es el criterio de informacion Bayesiano:

BIC = nlog(SCR¢/n) + pelog(n) (8.3.3)

que proporciona un balance diferente entre la falta de ajuste y la complejidad.
Nuevamente se prefieren valores pequenos para este indicador.
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Un tercer criterio es llamado C), de Mallows:

+2pc —n (8.3.4)

donde pe es el nimero de términos en X¢ vy 62 se obtiene usando el modelo
R2.11

El coeficiente de determinacion ajustado se define por:

_ SCR/(n—pe—1)
Sny/(n - 1)

2
Ry =1 (8.3.5)
y a diferencia de los criterios anteriores se prefieren valores altos para este
indicador.

8.3.2. Validacidon cruzada

Es posible usar el proceso de wvalidacion cruzada para comparar un sub-
conjunto candidato de funciones media. La data se divide aleatoriamente en
dos partes: un conjunto de entrenamiento y un conjunto de prueba. El con-
junto de entrenamiento es usado para estimar los parametros en la funcion
media que luego son usados para estimar los valores en el conjunto de prueba.
La media de las diferencias entre la variable respuesta y los valores estimados
al cuadrado para el conjunto de prueba son usados como un indicador para el
subconjunto candidato. Los buenos candidatos para X 4 tienen los menores
errores por validacién cruzada.

Otra opcidn es considerar los residuales de prediccion para Xe, obtenidos
como la diferencia entre el caso ¢ y su estimacion usando la ecuacion de
regresion que no lo incluye. La suma de cuadrados de estos valores es llamada
suma de cuadrados de los residuales de prediccion, o PRESS:

n ;s éc,
PRESS = (y; — xcﬁc(i))Q =y <C> (8.3.6)
i=1 =1

donde é¢, y he,, son, respectivamente, el residual y el leverage para el
1-ésimo caso.

8.3.3. Meétodos computacionales

El algoritmo para el método best subset selection es:



CAPITULO 8. SELECCION DE VARIABLES 116

1. Sea My que denota el modelo nulo, es decir aquel que no tiene predic-
tores.

2. Parak=1,2,--- ,p:

a) Estimar los (‘Z) modelos que contienen exactamente k predictores.

b) Tomar el mejor de los modelos anteriores, llamado M. El mejor
modelo es aquel que tiene la menor SCR o equivalentemente el
mayor R?.

3. Seleccionar el mejor modelo a partir de Mgy, My, --- , M, usando AIC,
BIC, C,, R? ajustado o PRESS.

Por razones computacionales best subset selection no puede usarse cuando p
es grande. Los métodos stepwise selection requieren examinar solo un sub-
conjunto de modelos de un tamano especifico. Los métodos stepwise tienen
dos variaciones basicas y consideran que el intercepto es el tnico término
presente en todos estos modelos. El algoritmo del método forward selection
es:

1. Sea My que denota el modelo nulo, es decir aquel que no tiene predic-
tores.

2. Parak=0,1,--- ,p—1:

a) Considere todos los p — k& modelos que aumentan en uno los pre-
dictores en M.

b) Tomar el mejor entre los modelos anteriores y llamarlo My ;. El
mejor modelo es aquel que tiene la menor SCR o equivalentemente
el mayor R2.

3. Seleccionar el mejor modelo a partir de Mgy, My, --- , M,, usando AIC,
BIC, C,, R* ajustado o PRESS.

El método forward selection puede aplicarse ain cuando n < p. El algoritmo
del método backward selection es:

1. Sea M, que denota el modelo completo, es decir aquel que contiene a
los p predictores.
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2. Parak=p,p—1,--- 1

a) Considere todos los & modelos que contienen todos los predictores
en M; menos uno .

b) Tomar el mejor entre los modelos anteriores y llamarlo My_;. El
mejor modelo es aquel que tiene la menor SCR o equivalentemente
el mayor R2.

3. Seleccionar el mejor modelo a partir de Mgy, My, --- , M, usando AIC,
BIC, C,, R* ajustado o PRESS.
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