Capitulo 9

Estimacion por intervalos

9.1. Introduccion

En este capitulo se desarrolla la estimacion por intervalos donde el proceso
de inferencia se realiza de la forma 6 € C', donde C' = C'(x) es un conjunto
que se determina usando la informacion contenida en la muestra.

9.2. Estimacion por intervalos

Definicién 9.2.1 Una estimacion por intervalo de un pardametro 6 es algin
par de funciones de la muestra que satisfacen L(x) < U(x) para todo x € X.
El intervalo aleatorio [L(X), U(X)] es llamado un estimador por intervalo.

Ejemplo 9.2.1 Para una muestra Xy, ---, X de la distribucién A (g, 1) un
estimador por intervalo de p es [X — 1, X + 1].

Definicién 9.2.2 Sea [L(X), U(X)] un estimador por intervalo de 6, la pro-
babilidad de cobertura es la probabilidad que el intervalo aleatorio cubra al
paramétro 6.

Ejemplo 9.2.2 En el ejemplo anterior la probabilidad que p sea cubierto
por [X — 1, X + 1] es 0,9544.

Definicién 9.2.3 Sea [L(X),U(X)] un estimador por intervalo para 6, el
coeficiente de confianza es el infimo de las probabilidades de cobertura.
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Los estimadores de intervalo junto con una medida de confianza, usual-
mente un coeficiente de confianza, son conocidos como intervalos de confian-
2a.

Ejemplo 9.2.3 Sea X1, --- , X,, una muestra aleatoria de una poblacién uni-
fome en el intervalo (0,6) y sea X,y el maximo. Se estd interesado en un
estimador por intervalo de 6. Si consideramos los siguientes candidatos:

[aX ), b Xy v [ X@) + ¢, X@ +d

1<a<b 0<e<d

donde a, b, ¢ y d son constantes. Para el primer intervalo la probabilidad
de cobertura es:

PGI‘ (9 S [aX(n),bX(n)D = PQI‘ (CLX(n) <0< bX(m)

()
b

y no depende del parametro 6, entonces (7 (
confianza del parametro. Para el segundo intervalo:

)n es el coeficiente de

Pr(0 € X+ Xw +d) = Pr(Xp+c<0<Xp+d)

d c
= Pr|ll—=-<T<1—--

- (-5 (-5)

y depende del parametro . Ademas:

i c\" dn_
i (15) - (1-5) =0

es decir que el coeficiente de confianza del intervalo es cero.
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9.3. Meétodos para encontrar estimadores de
intervalos

Se presentan tres métodos para hallar estimadores por intervalo basados
en la estrategia de invertir una prueba estadistica.

9.3.1. Invirtiendo una prueba estadistica

Existe una fuerte correspondencia entre las pruebas de hipdtesis y la es-
timacion por intervalos. Consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 9.3.1 Sea X1, -, X, una muestra aleatoria obtenida de una po-
blacién N(u, 0?). Considere las hipétesis Hy : = o versus Hy @ j # po.
Para un nivel «, se tiene la regién de rechazo {x :| z — jg [> z1-a/20/y/n}.
Notar que Hy no se rechaza si | & — o |< 21-a/20/4/n, 0 equivalentemente:

_ o _ o
x — Zl—a/Qﬁ Spo <+ zl—a/Q%

Como la prueba tiene tamano «, esto significa que Pr(Hyse rechaza |y =
o) = «, o visto de otra forma Pr(No rechazar Ho|pu = p9) = 1 — a. Luego:

_ o — o
Pr (X — Zlfa/Qﬁ <o < X +21_a2——

— :1—
\/ﬁﬂ u0> «

Pero lo anterior es verdadero para todo g, entonces:

Pr (X_Zl—a/Q\jﬁ <u< X—i-Za/zU) =1—«

El siguiente teorema presenta una version formal de la correspondencia
entre las pruebas de hipétesis y la estimacion por intervalos.

Teorema 9.3.1 Para todo 6, € O, sea A(6)) la region de no rechazo para
una prueba con nivel o de Hy : 8 = 6y. Para cada x € X se define el conjunto
C'(x) en el espacio paramétrico por:

O(x) = {0 : x € A(6y)} (9.3.1)

entonces el conjunto aleatorio C'(X) es un conjunto de confianza 1 — .
Inversamente, sea C'(X) un conjunto de confianza 1 — a. Para todo 6y € O,
se define:
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A(By) ={x:6y € C(x)}

entonces A(fy) es la regién de no rechazo de una prueba a un nivel « de
H() 10 = 00.

Ejemplo 9.3.2 Suponga que se desea obtener un intervalo de confianza para
la media de la distribucién £(\). La prueba de razén de verosimilitud para
Hy: X=Xy versus Hy : A # \g es:

Ax) = <i)> e mE/ o

Para )\ fijo la region de no rechazo es:

A(Ng) = {X : <;O>ne_m”/)‘° > c}

donde c es la constante que satisface Pry,(x € A()\g)) = 1 — . Invirtiendo la
region de no rechazo se obtiene el conjunto de confianza 1 — a:

C(x) = {)\ : (i)ne_m/’\ > c}

que debe ser resuelta usando métodos numéricos.

Ejemplo 9.3.3 Sea Xi,---, X, una muestra aleatoria obtenida de una po-
blacién N (i, 0?). Suponga que se desea obtener un intervalo de confianza
acotado superiormente para p, es decir de la forma C(x) = (—oo, U(x)],
invirtiendo la prueba de una cola Hy : u = pg versus Hy : p < pp.

9.3.2. Cantidades pivotales
El intervalo [ X,y + ¢, X(,) + d] del ejemplo tiene una probabilidad

de cobertura que no depende del parametro ya que puede ser expresada en
términos de X(,)/6, una variable aleatoria cuya distribucién no depende del
parametro, llamada cantidad pivotal o pivote.

Definicién 9.3.1 Una variable aleatoria Q(X,0) = Q(X1, -+, X,,,0) es una
cantidad pivotal, o pivote, si la distribucién de Q(X, ) es independiente de
todo parametro.
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Ejemplo 9.3.4 En los casos de las familias de locacion y escala existen mu-
chas cantidades pivotales:

Forma Tipo Cantidad pivotal
flox—p) Locacién X—u

1f (§> Escala X
of (%) Locacién-escala Xu

Ejemplo 9.3.5 Suponga que X1, --- , X, son independientes e identicamen-
te distribuidos segin £(A). Entonces T' = > X; es una estadistica suficiente
para Ay T ~ G(n, ), luego Q(T,\) = 2T /X ~ X2 es un pivote. Recordar
ademas que la distribucion gamma es una familia de escala.

Ejemplo 9.3.6 En el ejemplo[9.3.2se obtuvo un intervalo de confianza para
la media invirtiendo la prueba de nivel o, Hy : A = A\g versus H; : X\ #
Ao- Si se tiene una muestra aleatoria Xi,---,X,, y se define T' = XX, y
Q(T,\) = 2T/ ~ x2,, pueden escogerse las constantes a y b que satisfacen
Pr(a < x3, < b) = 1 — a, entonces:

~
| /\
(=l

Pr(a <Q(T,\) <b) = Pr <a 2)\ >

2t 2
— P < <A< t)
b — a
= l—-«a
Ejemplo 9.3.7 Si Xy,---, X,, es una muestra aleatoria obtenida desde la

2

distribucién N (u, 0?), entonces =% es un pivote cuando o2 es conocido
) ) o‘/\/ﬁ
puede utilizarse para calcular un intervalo de confianza para u:

entonces:

5/\/_

Pr<a< ) Pr(a <T,_1 <)



CAPITULO 9. ESTIMACION POR INTERVALOS 115

entonces:

Si se desea un intervalo para o se usa el pivote (";712)52 Se eligen a y b tal
que:
n—1)5?
Pr<a§(2>§b> :Pr(agxi_lgb)
o
entonces:

(e )

9.3.3. Pivote a través de la funcion de distribucion acu-
mulada

Suponga que T' es una variable aleatoria continua. Se sabe que Fr(T|0)
tiene distribucién uniforme en el intervalo (0,1) y puede ser usada como
pivote. Si a; + s = « entonces la regién de no rechazo de la hipotesis
Hy:0 =0 es:

{t:a; < Fr(T0) <1— s}

cuyo intervalo asociado es:

{9 LA S FT(TW) S 1-— Oég}

En la practica se suele elegir T' como una estadistica suficiente sin embargo
no se trata de un requisito necesario para la construccién del intervalo.

Teorema 9.3.2 Sea 7' una estadistica con funcién de distribucion acumula-
da continua Fr(t|6) y suponga que o + as = «, donde 0 < av < 1.

a. Si Fr(t|f) es una funcién decreciente de 6 para cada t, se definen 6r(t)
y bu(t) por:

FT(th(t)) = FT(t|9L<t)) =1- (6]
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b. Si Fr(t|f) es una funcién creciente de 6 para cada t, se definen () y
Oy (t) por:

FT(t|9U(t)) =1- [6%) FT(twL(t)) = 1

entonces el intervalo aleatorio [01(T"), 0y (T)] es un intervalo de confianza 1—«
para 6.

Ejemplo 9.3.8 Si Xi,---, X, es una muestra aleatoria extraida de la po-
blacién con funcién de densidad f(z|u) = e~@=#) 2 > u. Hallar un intervalo
de confianza 1 — « para p usando la estadistica suficiente Y = X ;) y consi-
derando que a = aq + ao.

9.4. Meétodos de evaluacion de estimadores
por intervalos

Se han estudiado diferentes métodos para encontrar intervalos de confian-
za y es posible contar con mas de una alternativa para un mismo problema.
Como es necesario elegir la mejor propuesta se examinan a continuacion al-
gunos métodos y criterios para su evaluacion.

9.4.1. Tamano y probabilidad de cobertura

Si se considera fija la probabilidad de cobertura se debe buscar el intervalo
que tenga la menor longitud.

Ejemplo 9.4.1 Sean Xi,---, X, una muestra aleatoria extraida desde la
distribucién N (p, 0?) donde o2 es conocida. Se sabe que:

_X-p
~a/Vn

es un pivote con distribucién normal estandar. Considerando a y b que
satisfacen:

Z

Pra<Z<b)=1-«

se obtiene el intervalo de confianza 1 — «:
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.qué eleccion de a y b es la mejor? ;qué eleccién de a y b minimiza la
longitud del intervalo de confianza manteniendo la cobertura 1 — a7

Teorema 9.4.1 Sea f(x) una funcién de densidad unimodal. Si el intervalo
la, b] satisface:

a. fabf(x)cm =1-a.
b. f(a) = f(b),y

c. a <z* <b, donde * es una moda de f(z).

entonces [a,b] es el mds pequeno entre todos los intervalos con cobertura
1—a.

Ejemplo 9.4.2 Para intervalos de la distribucion normal basados en la can-
tidad pivotal % se sabe que el intervalo de confianza 1 — o de longitud

mas pequena es de la forma:

La longitud del intervalo es una funcién de s:

s
Longitud(s) = (b — a)—
gitud(s) = (b — a) -
Aplicando el teorema se llega a que a = —t,_1;1—a/2 Y b= th_1:1-a/2
permiten obtener el intervalo éptimo.

9.5. Otras consideraciones

9.5.1. Intervalos aproximados por maxima verosimili-
tud

Si Xi,---, X, son independientes distribuidas segin f(x|0) y 0 es el esti-
mador de maxima verosimilitud para 6, entonces de la varianza de una

A~

funcién h(#) puede ser aproximada por:
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. WOVZ |
Tar(h(6)]0) ~ — L O lo=g

— 502 log L(0]x) |9:é
Luego, para un valor de 6 arbitrario pero fijo y bajo condiciones generales

de regularidad se tiene:

h(0) — h(6)

\/ Var(h(6)|6)

lo cual permite obtener el intervalo aproximado de confianza:

— N(0,1)

1(0) = 21-as2\/ Var(h(9)[8) < h(68) < h(B) + 21-a/2y/ Var(h(0)]6)

Ejemplo 9.5.1 Se tiene un muestra aleatoria Xy, ---X,, de una poblacién

B(p). Si se desea estimar la razén de odds % puede utilizarse 2 donde
P 1-p

p =7 es el estimador de maxima verosimilitud. Luego:

A 1(\]2 1) 5

i () = O s o) _
_pl T _# o n 1 —p)3
1=p —WlogL(p]X) lp=p p(1—p) n(l—p)

Se puede construir el intervalo de confianza aproximado:

p oo P p 12 .
— 21ajoy| Vi < < LY
1_}3 Z1—-a/2 ar<1_ﬁ>_1_p_1_ﬁ+zl /2 ar(l_ﬁ>

obteniendose:

T T _op T T
— 21—a — S S — l—a T —~a
1—z 77 nl-zP® " 1-p - 1-z /2 n(l—17)3

9.5.2. Otros intervalos aproximados

3>

Si se tienen las estadisticas W |V y un paramétro 6 tal que cuando n —
OOJ
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WV_Q—H\/'(O,l)

entonces se puede construir un intervalo de confianza aproximado para 6
por:

W — 2102V <0< W+ 2142V
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