Chapter 4

Variables aleatorias multiples

4.1. Distribucién conjunta y marginal

Definicién 4.1.1 Un vector aleatorio n-dimensional es una funcién que va
de un espacio muestral S a un espacio euclediano n-dimensional R".

Ejemplo 4.1.1 Considere el experimento de lanzar 2 veces un dado. El
espacio muestral para este experimento tiene 36 puntos igualmente probables.
Sean las variables aleatorias X = suma de los dados, y Y =|diferencia de los
dados|, entonces el vector aleatorio (X, Y") es llamado vector aleatorio discreto
ya que solo tiene un numero finito de posibles valores.

Definicién 4.1.2 Sea (X,Y) un vector aleatorio discreto bivariado. En-
tonces la funcién f(X,Y), que va de R? hacia R, definido por f(z,y) =
Pr(X =z,Y = y) es llamado la funcién de probabilidad conjunta de (X,Y).

Table 4.1: Valores de la funcién de probabilidad conjunta f(z,y)

xr
2 3 4 5 7 8 9 10 11 12
0 L 1 1 1 1 1
36 36 36 36 36 36
1 1 1 1 1 1
18 1 18 1 18 1 18 1 18
y 2 i i i i
3 1 1 1
18 18 18
4 L L
18 18
5 1

42
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set.seed(100)

dadol <- sample(1:6, size=50000, prob=rep(1/6, 6), replace=T)
set.seed (200)

dado2 <- sample(1:6, size=50000, prob=rep(1/6, 6), replace=T)
x <- dadol + dado2

y <- abs(dadol - dado2)

fxy <- table(y, x)/50000

round (fxy, 3)

V VVVVVVYyV

X

y 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
0 0.026 0.000 0.027 0.000 0.029 0.000 0.028 0.000 0.028 0.000
1 0.000 0.056 0.000 0.055 0.000 0.055 0.000 0.056 0.000 0.056
2 0.000 0.000 0.056 0.000 0.057 0.000 0.057 0.000 0.055 0.000
3 0.000 0.000 0.000 0.056 0.000 0.054 0.000 0.057 0.000 0.000
4 0.000 0.000 0.000 0.000 0.056 0.000 0.055 0.000 0.000 0.000
5 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.055 0.000 0.000 0.000 0.000

La funciéon de probabilidad conjunta puede usarse en el cédlculo de pro-
babilidades para cualquier evento definido en términos de (X,Y’). Sea A un
subconjunto de R2. Entonces:

Pr((X,Y)eA) = > f(zy)

(X, Y)eA

Ejemplo 4.1.2 Para (X,Y) cuya funcién de probabilidad conjunta se en-
cuentra en la Tabla [4.1] suponga que A = {(z,y) : @ = 7,y < 4}, entonces:

1 1 1

Pr(X =7Y <4)=Pr((X,Y) € A) :f(7,1)+f(7,3):1—8+ 2= 09
Sea g(z,y) una funcién de valor real definido para todos los posibles va-
lores (z,y) de vector aleatorio discreto (X,Y). Entonces g(X,Y’) es también

una variable aleatoria y su valor esperado se define por:

EgX. V)= > g(z,y)f(z,y)

(z,y)eR?

O O O O O O

12

.026
.000
.000
.000
.000
.000
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Ejemplo 4.1.3 Usando la Tabla {4.1] el valor esperado de g(X,Y) = XY,

1 1 11

Blg(X, V)] = Y ayf(z,y) = (2)O)z5 + - + (NO) g = B33

Las propiedades vistas en el teorema son validas al reemplazar x
por (z,y). Por ejemplo, si g1(z,y), go(z,y) son dos funciones; a, b y ¢ son
constantes, entonces:

Blagi(X,Y) 4 bga(X,Y) + ¢] = aE[g1 (X, Y)] + 0E[g2(X, V)] + ¢

La funcién de probabilidad conjunta del vector aleatorio (X,Y) debe
cumplir con f(z,y) > 0, para todo (z,y). Ademés:

Z f(z,y) =Pr((X,Y) e R = 1.

(z,y)eR?

Teorema 4.1.1 Sea (X, Y') un vector aleatorio discreto cuya funcién de pro-
babilidad conjunta es f(z,y), entonces la funcién de probabilidad marginal
de X, fx(z) =Pr(X =2x),ydeVY, fy(y) = Pr(Y = y), estan dadas por:

fx@) =3 flz,y) v fry) = flz.y)

yeR zER

Ejemplo 4.1.4 Usando el teorema se puede calcular las distribuciones
marginales de X y Y a partir de la distribucién conjunta de la tabla [4.1}

1 ) 2 1 1 1
ON=> f)=— Q== B == f@=- f()=—
KO = M=o AD=2 K@=1 F&=; K=
> fy <- apply(fxy, 1, sum)
> fx <- apply(fxy, 2, sum)
> fy
0 1 2 3 4 5

0.16498 0.27756 0.22390 0.16754 0.11066 0.05536
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Ejemplo 4.1.5 Usando la funcién de probabilidad marginal de Y se puede
calcular:

2 11
Pr(Y <3) = 3 E[Y?] = 205

Definicién 4.1.3 Una funcién f(z,y) que va de R? hacia R es llamada fun-
cion de densidad conjunta del vector aleatorio bivariado continuo (X,Y) si,
para todo A C R

Pr((x.Y) € A) = [ sy

Si g(z,y) es una funcién de valor real, entonces el valor esperado de
g(X,Y) se define por:

E[g(X,Y)] Z/Oo /oo 9(z,y) f (2, y)drdy (4.1.1)

Las funciones de densidad marginales de X y Y son definidas, reempla-
zando las sumatorias por las integrales. Estas funciones pueden usarse para
calcular probabilidades o valores esperados que involucran solo a X o Y.
Simplificando, las funciones de densidad marginales de X y Y son definidas
por:

fx(z) = /Oo flz,y)dy, —oco <z < oo
oo (4.1.2)
frly) = / f(z,y)dz, —oo <y < oo

Toda funcién f(z,y) que satisface f(x,y) > 0, para todo (X,Y) € R?, y:

[ st oy =1

se dice que es la funcion de densidad conjunta para algin vector aleatorio
bivariado (X,Y).

Ejemplo 4.1.6 Se define la funcién de densidad conjunta por:

6ry? 0<ax<l1 O<y<l

f(z,y) :{

0 de otro modo
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Si se desea calcular Pr(X +Y > 1), entonces A = {(z,y) : x +y > 1}:

y=1 r=1
PriX+Y >1)= // f(z,y)dzdy = / / 6y drdy = 9
A y=0 Jz=1—y 10

Usando puede obtenerse la funcién de densidad marginal de X y Y

y=1
=2z
y=0

00 y=1
= / fla,y)dedy = / 6aydy = 2zy’®
—00 y=0

Esta funcion de densidad de X puede ser usada para calcular probabili-
dades, por ejemplo:

Pr(1/2<X<3/4):/ 2edr = —
x=1/2 10

Ejemplo 4.1.7 Sea f(z,y) = ¢ ¥,0 < z < y. Aparentemente f(x,y) no
depende de X sin embargo:

f(xa y) = 6_y1{0<x<y} (557 y)

Para calcular Pr(X +Y > 1) se define A = {(x,y) : * +y > 1}. El
proceso de integracion es mucho mas sencillo si se hace sobre el conjunto
B={(z,y):v+y<1}:

Pr(X+Y >1) = 1—PrX+Y<1

x=1/2
= 1—/ / e Ydydx

1/2

= 1—/ (e — e~ 172y
0

= 0,845182
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Figura 4.1: Regiones de integracién para el ejemplo

2.0

15

1.0

0.5
|

La funcién de densidad conjunta de (X,Y’) puede describirse completa-
mente usando la funcién de distribucién acumulada conjunta F'(x,y) definida
por:

z Y
F(r,y) =Pr(X <,V <y) :/ / f(s,t)dtds
para todo (z,y) € R?. Usando el teorema fundamental del célculo:

O*F(z,y)
0y

para todos los puntos de continuidad de f(x,y).

= f(z,y) (4.1.3)
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4.2. Distribuciones condicionales e indepen-
dencia

Definicién 4.2.1 Sea (X,Y') un vector aleatorio bivariado discreto con fun-
cién de probabilidad conjunta f(z,y) y funciones de probabilidad marginales
fx(z) v fy(y). Para todo z tal que fx(z) > 0, la funcion de probabilidad
condicional de Y dado X = x es la funcién de y denotada por f(y|z) y
definida por:

_ flzy)

fx(x)

Para todo y tal que fy(y) > 0, la funcion de probabilidad condicional de
x dado que Y =y es la funcién de x denotada por f(x|y) y definida por:

f(x,y)
fY(y)

Definicién 4.2.2 Sea (X,Y") un vector aleatorio continuo bivariado con fun-
cién de densidad conjunta f(x,y) y funciones de densidad marginales fx(z)
y fr(y). Para todo z tal que fx(z) > 0, la funcion de densidad condicional
de Y dado que X = z es la funcién de y denotada por f(y|z) y definida por:

~ flz,y)

Para todo y tal que fy(y) > 0, la funcion de densidad condicional de X
dado que Y =y es la funcién de = denotada por f(x|y) y definida por:

f(z,y)
fY(?J)

Si g(Y) es una funcién de Y, entonces el valor esperado condicional de
g(Y) dado que X = x se denota por E[g(Y)|z] y se define por:

flylr) =Pr(Y = y|X = x)

f(zly) =Pr(X =zlY =y) =

f(zly) =

o0

Elg(Y)lz] = gw)f(ylz) v E[g(Y)Iw]Z/ 9(y) f(ylz)dy

— 00

El valor esperado condicional tiene todas las propiedades del valor espe-
rado vistas en el teorema B.3.1]
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Ejemplo 4.2.1 Como en el ejemplo [4.1.7, sea un vector aleatorio continuo
(X,Y) con funcién de densidad conjunta f(z,y) = e ¥ 0 < x < y. Suponga
se desea calcular la funcién de densidad condicional de Y dado X = z. La
funcién de densidad marginal de X se puede calcular como sigue:

fX(i'f):/ f(x,y)dy:/ e Vdy=e x>0
. Y

—x

entonces X ~ £(S = 1). Luego:

Folo) = oy

Dado X = z, la distribucién de Y es exponencial donde z es el parametro
de locacién y 5 = 1 es el parametro de escala. La distribucién condicional de
Y es diferente para cada valor de . Ademas:

y=00
EY|X =z = / ye Wdy =142
y=x
La variancia de la funcién de densidad f(y|z) es llamada variancia con-
dicional de Y dado X = x. Usando la notacién Var(Y|X) se tiene:

Var (Y|X) = E[Y?|X] - (E[Y|X])?

1

En este caso la variancia condicional de Y dado X = z es la misma para
todos los valores de x. Esta variancia condicional puede compararse con la
variancia no condicional de Y. La distribucién marginal de Y es G (2, 1), la
cual tiene Var(Y) = 2. Dado el valor X = z, la variabilidad en Y se reduce
considerablemente.

2

Definicién 4.2.3 Sea (X,Y’) un vector aleatorio bivariado con funcién de
probabilidad o funcién de densidad conjunta f(x,y) y funciones de probabi-
lidad o densidad marginales fx(x) y fy(y). Entonces X y Y son llamadas
variables aleatorias independientes si, para todo x € Ry y € R,

f(z,y) = fx(z)fy(y) (4.2.1)
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Si X y Y son independientes, la funcién de probabilidad o densidad con-
dicional Y dado X = x es:

_ fy)  Sfx(@)fy(y)
fr () Iy ()

para cualquier valor de z. Asi, para todo AC Ry z € R,

f(zxly) = fx(z)

Pr(Y € Alo) = [ folo)ds = [ fridy=Pr(v € 4
A
El saber que X = z no brinda informacion adicional acerca de Y.

Lema 4.2.1 Sea (X,Y’) un vector aleatorio bivariado con funcién de proba-
bilidad o densidad conjunta f(x,y). Entonces X y Y son variables aleatorias
independientes si y solo si existen funciones g(z) y h(y) tales que, para todo
reERyyeR,

f(,y) = g(x)h(y)
Prueba: Si se define g(z) = fx(z) y h(y) = fy(y) y usando es facil

probar una de las direcciones. Para probar la otra direccién, suponga que
f(@,y) = g(x)h(y). Se define [*°_g(x)dz = cy [~ h(y)dy = d, donde las
constantes ¢ y d satisfacen:

ed = /_ Z /_ Z o(2)h(y)dady /_ Z /_ Z Fo,y)dady (4.2.2)

Ademas, las funciones de densidad marginales estan dadas por:

.auaz/mg@mwMyzmwd
P (4.2.3)

fr(y) = /_Oo g(x)h(y)dx = h(y)c

[e.e]

Luego, usando y 23] se tiene:
fla,y) = g(@)h(y) = g(x)h(y)ed = fx(z) fr (y)

demostrando que X y Y son independientes. Reemplazando las integrales
por sumatorias se prueba el lema para vectores aleatorios discretos.
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Ejemplo 4.2.2 Considere la funcién de densidad conjunta:

1
f(xv y) = @nyZle_y_(m/Q)) T > 079 >0
Si se definen:
() 2272 >0
(L’ oy
J 0 <0

0 y <0

entonces f(z,y) = g(x)h(y) para todo z € Ry y € R. Por el lema [4.2.1]
se concluye que X y Y son variables aleatorias independientes. Notar que no
fué necesario calcular las funciones de densidad marginales.

do—y
y*e Y/384 y>0
h(y)z{ /

Teorema 4.2.1 Sean X y Y variables aleatorias independientes:

a. Paratodo ACRy BC R, Pr(X € AY € B)=Pr(X € A)Pr(Y €
B), esto es, los eventos {X € A} y {Y € B} son independientes.

b. Sea g(x) una funcién que depende sélo de x y h(y) una funcién que
depende sélo y. Entonces:

Prueba: Notar que:

Elg(X)h(Y)] = / T g@)hy) ) dady

o0 J —00

B /w / " g(@)h(y) fx (@) () dady

= / i h(;fy(y) / Zg(x)fx(x)dxdy

. ( IRC fX@)dx) ( | h(y)fy(y)dy>

= Elg(X)JE[A(Y)]

Sea g(z) la funcién indicadora del conjunto A y sea h(y) la funcién in-
dicadora del conjunto B. Notar que g(z)h(y) es la funcién indicadora del
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conjunto C' C R? definido por C' = {(x,y) : * € A, y € B}. Notar que
para una funcién indicadora como g(z), E[g(X)] = Pr(X € A). Usando el
resultado anterior se tiene:

Pr(X € A,Y € B) = Pr((X,Y)e ) =E[g(X)h(Y)]
Elg(X)|E[h(Y)] = Pr(X € A)Pr(Y € B)

Ejemplo 4.2.3 Sean X y Y variables aleatorias independientes con distri-
bucién € (1). Por el teorema se tiene:

Pr(X >4,Y < 3) = Pr(X > 4) Pr(Y < 3)
Sean g(x) = x* y h(y) = vy, se tiene que:

E[X?Y] = E[X*E[Y] = (Var (X) + E[X]) E[Y] = (1+ 1%)1 = 2

Teorema 4.2.2 Sean X y Y variables aleatorias independientes con funcio-
nes generatrices de momentos My (t) y My (t) respectivamente. Entonces la
funcién generatriz de momentos de la variable aleatoria Z = X 4+ Y es:

My(t) = My () My (t)

Prueba: Usando la definicién de funcién generatriz de momentos:

My (t) = Elet?] = E[e!®+Y)] = E[etXe!Y] = E[eX|E[e™] = My (t) My (1)

Ejemplo 4.2.4 Sean X ~ N(u,0%) y Y ~ N(v,7%) variables aleatorias
independientes. Hallar la distribucién de Z = X + Y.

4.3. Transformaciones bivariadas

Sea (X,Y) un vector aleatorio bivariado con una distribucién conoci-
da. Considere un nuevo vector aleatorio bivariado (U, V') definido por U =
a(X,)Y) y V = go(X,Y) donde gi(x,y) v go(z,y) son funciones especi-
ficas. Si B es cualquier subconjunto de R?, entonces (U,V) € B si y so-
losi (X,Y) € A, donde A = {(z,y) : (g1(z,y),92(z,y)) € B}. Luego
Pr((U,V) € B) = Pr((X,Y) € A) y la distribucién conjunta de (U, V)
se determina completamente usando la distribucién conjunta de (X,Y).
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4.3.1. Caso discreto

Si (X,Y) es un vector aleatorio bivariado discreto, entonces existe solo
un conjunto numerable de valores para los que la funcién de probabilidad
conjunta de (X,Y') es positiva, digamos el conjunto A. Se define el conjunto
B = {(u,v) : u = g1(z,y), v = go(x,y) para algin (z,y) € A}. Entonces B
es el conjunto numerable de posibles valores para el vector aleatorio discreto
(U,V). Si para todo (u,v) € B, Ay, se define como {(z,y) € A: gi(z,y) =
u, ga(x,y) = v} entonces la funcién de probabilidad conjunta de (U, V),
fuv(u,v), puede calcularse a partir de la funciéon de probabilidad conjunta
de (X,Y) por:

fov(u,v) =Pr((z,y) € Ay) = Z fxy(z,y) (4.3.1)

($,y) EA"“’

Ejemplo 4.3.1 Sean X ~ P (0) y Y ~ P (\) variables aleatorias indepen-
dientes. Hallar la funcion de probabilidad de X + Y.

4.3.2. Caso continuo

Si (X, Y) es un vector aleatorio continuo con funcién de densidad conjunta
fx.y(x,y), entonces la funcién de densidad conjunta de (U, V') puede espre-
sarse en términos de fxy(z,y), en forma andloga a[3.2.1] Sea A = {(z,y) :
fxy(z,y) >0}y B={(u,v) : u=gi1(z,y), v = ga(z,y) para todo (z,y) €
A}. La funcién de densidad conjunta fiy (u, v) serd positiva sobre el conjunto
B. Si se asume que u = g1(z,y)yv = go(z,y) definen transformaciones uno a
uno de A hacia B entonces dichas transformaciones seran sobreyectivas segin
la definicién de B. Entonces para todo (u,v) € B existe solo un (z,y) € A
tal que (u,v) = (g1(z,v), g2(z,y)). Para cada transformacién uno a uno y so-
breyectiva, se pueden resolver las ecuaciones u = gi(x,y)yv = ga2(x,y) para
x v y en términos de u y v. Denotemos estas transformaciones inversas por
x=hi(u,v) y y= ha(u,v).

El rol que tuvo la derivada en el caso univariado ahora lo asume una
cantidad llamada el Jacobiano de la transformacion. Esta funcién de (u,v),
denotada por J, es el determinante de la matriz de derivadas parciales. Se
define por:

oz
J:‘gg C Oudv  Oudv

@‘Qﬁb‘m
ISR

’_ Ordy Oyox
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donde:

dx  Ohy(u,v) Oz  Ohi(u,v) Oy  Ohg(u,v) 9y  Oha(u,v)

o Ou ov v Odu  Ou Yoo~ ow
Se asume que J es diferente de cero sobre B. Entonces la funcién de
densidad conjunta de (U, V') estd dada por:

fov(u,v) = fxy(hi(u,v), ha(u,v)) |J| (4.3.2)

donde |J| es el valor absoluto de J.

Ejemplo 4.3.2 Sean X y Y variables aleatorias independientes con dis-
tribucion normal estandar. Se definen las transformaciones U = X + Y y
V = X — Y. Hallar f(u,v) y probar que U y V son variables aleatorias
independientes.

Teorema 4.3.1 Sean X y Y variables aleatorias independientes. Sea g(z)
una funcién que depende sélo de z y h(y) una funcién que sélo depende de y.
Entonces las variables aleatorias U = g(X) y V = h(Y’) son independientes.

En muchas situaciones las transformaciones de interés no son uno a uno.
Sea A = {(z,y) : fxy(z,y) > 0}. Suponga que Ay, A;,--- , A forma una
particiéon de A. El conjunto Ay, que podria ser vacio, satisface Pr((X,Y) €
Ap) = 0. Las transformaciones U = ¢1(X,Y) y V = g(X,Y’) son uno a uno,
desde A; hacia B para cada ¢ = 1,2,--- , k. Entonces para cada i se pueden
hallar las funciones inversas desde B hacia A;. Si se denotan las i-ésimas
inversas por & = hy;(u,v) y y = ho;(u,v), éstas dan para (u,v) € B un tnico
(x,y) € A; tal que (u,v) = (g1(x,y), g2(x,y)). Sea J; el Jacobiano calculado
a partir de las i-ésimas inversas. Entonces se tiene la siguiente representacion
de la funcién de densidad conjunta fy v (u,v):

k
fov(u,v) = foy(hli(u,v), hai(u,v)) | ;] (4.3.3)

i=1

Ejemplo 4.3.3 Sean X y Y variables aleatorias independientes con distribu-
cién normal estdndar. Considere las transformaciones U = X/Y y V = |Y|.
Hallar la funciéon de densidad conjunta de U y V. ;Cudl es la distribucion
marginal de U?
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4.4. Modelos jerarquicos y mixtura de distri-
buciones

En las secciones anteriores se consideraron variables aleatorias cuya dis-
tribuciéon dependia de un conjunto de parametros. Sin embargo, se puede
considerar la posibilidad de que algunos de estos parametros sean también
variables aleatorias con una determinada distribucién.

Ejemplo 4.4.1 Un insecto pone un nimero grande de huevos, cada uno con
probabilidad de supervivencia p. En promedio, ; cuantos huevos sobreviviran?

Sean X = Numero de huevos sobrevivientes, y ¥ = Numero de huevos
puestos. Se tiene el siguiente modelo jerdrquico:

X|Y ~ BZ(Y,p) Y ~P(N

La variable de interés tiene la siguiente distribucién:
Pr(X=2z) = Y Pr(X =Y =y)
y=x
= Y Pr(X =zlY =y)Pr(Y =y)
y=x

= 5o [57]

_ (Ap)re? i (L=p)A)¥—

o = (y— )
_ (e 5 (L —p)N)
= t!
_ we™
x!
_ (p)re™™
N x!

es decir que X ~ P(Ap). Todo proceso de inferencia marginal sobre X
se hace a través de la distribucion de Poisson en la que Y no es parte del
proceso.

Respondiendo a la pregunta inicial, se tiene que en promedio sobreviviran
E[X] = Ap huevos.
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Los céalculos anteriores se pueden simplicar de manera importante usando
el siguiente teorema.

Teorema 4.4.1 Si X y Y son variables aleatorias, entonces:

ELX] = Ey [Ex[X|V] (4.4.1)

siempre que los esperados existan.
Prueba: Sea f(z,y) la funcién de densidad de X y Y. Por definicién se
tiene:

BLX] — / [ at(ep)dady

-/ [ / mf<x|y>dx] ey

— [EXY] 5y
)
= Ey[Ex[X]Y]]
Volviendo al ejemplo anterior:

E[X] = Ey[Ex[X]|Y]] = Ey[Yp] = pEy[Y] = pA

Definicién 4.4.1 Una variable aleatoria X se dice que tiene una mezcla de
distribuctones si su distribucion depende de una cantidad que también tiene
distribucion.

En el ejemplo la distribucién P(Ap) es una mezcla de distribuciones
ya que es el resultado de combinar una distribucién BZ(Y,p) con Y ~ P(A).

Ejemplo 4.4.2 Considere una generalizacion del ejemplo [4.4.1}

X|Y ~ BI(Y.p) YIA~P(A) A~ EB)

entonces:
E[X] = Ey[Ex[X|Y]] = Ey[pY] = pEA[Ey [Y[A]] = pEA[A] = pB

Este modelo de tres niveles también puede ser expresado como uno de
dos jerarquias combinando los ultimos dos estados.
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Se tiene que:

La expresién para la funcién de probabilidad de Y pertenece a la distri-
bucién binomial negativa.

La jerarquia de tres estados de este ejemplo es equivalente a la siguiente
jerarquia de dos estados:

XY ~BI(Y,p) Y ~BN(r=1p=(1+p)")

Ejemplo 4.4.3 Una generalizacion para ensayos de Bernoulli considera que
la probabilidad de éxito no es constante, manteniendo los ensayos indepen-
dientes. Un modelo estandar para esta situacién es:

Xi|pz' ~ B(pi)i =1,2,---,n p;~ 55(0475)

Este modelo puede ser apropiado, por ejemplo, si se mide el éxito de una
droga en n pacientes y debido a que cada paciente es diferente no es posible
asumir que la probabilidad de éxito sea constante.

Una variable aleatoria de interés es Y = >°" . X, el nimero de éxitos,
cuya media es:

n n

BY] = SE[X] = 3 EplEx. [Xilpi] zEppz |-y @ _

i=1 i=1 im1 T S atp

También es posible obtener una expresiéon para calcular Var (X) usando el
valor esperado y la variancia condicional de X|Y'.
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Teorema 4.4.2 Sean X y Y dos variables aleatorias, entonces:
Var (X) = E [Var (X|Y)] + Var (E[X|Y]) (4.4.2)
Prueba: Por definicion:

Var[X] = E[(X - E[X])?]
= E[(X - E[X|Y] +E[X[|Y] - E[X])’|
= E[(X - B[X|Y))] + E [(E[X|Y] - E[X])’]
— E[Var (X|Y)] + Var (E[X|Y])

Ejemplo 4.4.4 Calcular Var(Y') del ejemplo [£.4.3]

4.5. Covarianza y correlacion

En las secciones anteriores se menciono sobre la presencia o ausencia de
relacion entre dos variables aleatorias. En caso de existir relacion esta podria
ser fuerte o débil. En esta seccidn se presentan dos indicadores que miden de
la fuerza de la relacién existente entre dos variables aleatorias, la covariancia
y la correlacion.

Definicién 4.5.1 La covarianza de X y Y es el niimero definido por:
Cov(X,Y) = E[(X — pux)(Y — py)]

Definicién 4.5.2 La correlacion de X y Y es el nimero definido por:

O0x0y
El valor pxy también es llamado coeficiente de correlacion.

Teorema 4.5.1 Sean X y Y dos variables aleatorias, entonces:
Cov(X,Y) =E[XY] — uxpy

Teorema 4.5.2 Si X y Y son variables aleatorias independientes, entonces
Cov(X,Y) =0y pxy =0.
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Teorema 4.5.3 Si X y Y son variables aleatorias, a y b son constantes,
entonces:

Var(aX +bY) = a*Var(X) + b*Var(Y) + 2abCov(X,Y)
Teorema 4.5.4 Si X y Y son variables aleatorias entonces —1 < pxy < 1.

Definicién 4.5.3 Sean —oco < pux < 00, —00 < uy < 00, 0 < oy, 0 < oy,
y —1 < p < 1 nimeros reales. La funcion de densidad normal bivariada con
medias px , py varianzas ox , 0% y coeficiente de correlacion p esta dada
por:

B 1 1 T — px\?
f<x’y)_QWUXUY\/I—,OQGXP{_2(1—,02) [( ox )_

() () (]

para —o0 < x < 00,—00 < Y < 00.

Algunas de las propiedades de la funcién de densidad conjunta anterior
son:

a. La distribucién marginal de X es N (ux,0%).
b. La distribucién marginal de Y es N (uy, 0% ).
c. El coeficiente de correlacién entre X y Y es pxy = p.

d. Para a y b constantes, la distribucién de a X + 0Y es:

N(apx + buy, a’c% + Vo3 + 2abpoxoy)

e. Todas las distribuciones condicionales también son normales. Por ejem-
plo:

Flule) ~ N (o +0 (25) @ = )b (1= )

0Xx
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Figura 4.2: Distribucién normal bivariada

rho=0.85 rho=0.5

rho=0.0 rho=-0.85

4.6. Distribuciones multivariadas

El vector aleatorio X = (Xi,---,X,,) tiene un espacio muestral que es
subconjunto de R". Si (X3, -+, X,,) es un vector aleatorio discreto (el espa-
cio muestral es numerable) entonces la funcion de probabilidad conjunta de
(X1,---,Xp) es la funcién definida por f(x) = f(zy,---,2,) = Pr(X; =

x1,- -+, X, = x,) para cada (z1,--- ,z,) € R". Entonces para todo A C R",
Pr(X e 4)=> f(x) (4.6.1)
XEA

si (X1, -+, X,) es un vector aleatorio continuo, entonces la funcidn de
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densidad conjunta de (x1,--- ,x,) es la funcion f(zq,--- ,z,) que satisface:
(X € A) / / f(x)dx = / / f(a,- p)dxy - -dr, (4.6.2)
Sea g(x) = g(x1,---,z,) una funcién definida sobre el espacio muestral de

X. Entonces ¢(X) es una variable aleatoria y su valor esperado es:

= > 9x)f(x) v Elg / / x)dx (4.6.3)

xeR"

en el caso discreto y continuo respectivamente.

La funcion de probabilidad marginal o funcion de densidad marginal pa-
ra algin subconjunto de coordenadas de (Xji,---,X,) puede calcularse su-
mando o integrando la funcién de probabilidad o funciéon de densidad con-
junta sobre las otras coordenadas. Por ejemplo, la distribuciéon marginal de
(X1, -, Xk), las primeras k-coordenadas de (X7, -+, X,,), estd dada por la
funcion de probabilidad o funcién de densidad:

floy, - o) = Z floe, - zn) (4.6.4)

(Tgt1,m ,Tn )ERPF

flzy, - xy,) = /_00 / flzy, -+ xp)degyy - - dx,  (4.6.5)

oo

para todo (x1,- -+ ,zx) € R¥. La funcidn de probabilidad o funcién de den-
sidad condicional de un subconjunto de coordenadas de (z1,--- ,z,), dados
los valores de las coordenadas restantes, se obtiene dividiendo la funcion de
probabilidad o funcién de densidad conjunta por la funcién de probabilidad
o funcién de densidad marginal de las coordenadas restantes. Asi, por ejem-

plo, si f(z1,---,2,) > 0, la funcién de probabilidad o funcién de densidad
condicional de (zjy1,- - ,2,) dados Xy = z1,- -+, Xi = 7 es la funcién de
(Tgy1, -+, x,) definida por:
f(xla"' 71771)
coe L nlEy, e =2l T 4.6.6
f($k+17 y L |ZL’1 ﬂfk) f(xl, . ,l'k) ( )

Ejemplo 4.6.1 Sea la funcién de densidad conjunta:
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Sai+as+al+a]) O<u<l1
0 de otro modo

f(l‘l,IQ,xs,M) = {

del vector aleatorio (X7, - - -, X4). Se puede obtener la funcién de densidad
marginal de (X7, X5) integrando las variables X3y Xj:

f(fb’l, 332) = / / f(ll?b T 71‘4)d5€3d$4
R,
- / / 2@+ a3+ o + ) dgdn
o Jo
3 1
= 1(95% +a3) + 5

para 0 < x; < 1,0 < x5 < 1. Cualquier probabilidad o valor esperado que
incluya solo X; y X, puede calcularse usando esta funcién de distribucion
marginal. Por ejemplo:

E[XlXQ] = / / IlIQf(Il,.IQ)dSL’ldIQ

1 1 3 1
= / / 1T ((I? + ZE%) + ) delde
)

16

Para todo (z1,22) con 0 < 1 < 1,0 < 29 < 1, f(xy,22) > 0y la
funcién de densidad condicional de (X3, X4) dados X7 = 21 y Xs = 5 puede
obtenerse usando [4.6.6}

f(xlv'r27x3;x4>
f(l‘l,l’z)

(2% + a3 + a} + 23)
S(af+a3)+ 3

o} + o3 + 23 + 2
a3+ a3+ 32

f($3,134’$1>332) =

Definicién 4.6.1 Sean n y m enteros positivos y sean pq, - -+ ,p, numeros
talesque 0 <p; <1l,i=1,--- ,ny > p;, = 1. Entonces el vector aleatorio
(X1, -+, X,) tiene distribucion multinomial con m ensayos y probabilidades
de celda py1,--- ,py, sisu funcién de probabilidad conjunta es:
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m! . "oy

x’...x - @@ 1...zn:m! ?

Jlan o) = St ll v

sobre el conjunto de (z1,--- ,z,) tal que cada z; es un entero no negativo y
>, x; = m. El factor m!/(z4!-- - z,!) es llamado coeficiente multinomial.

Ejemplo 4.6.2 Considere el experiento aleatorio que consiste en lanzar 10
veces un dado. Suponga que el dado no se encuentra balanceado, tal que la
probabilidad de observar i es 2—21 Sea el vector aleatorio (X7, -+, Xg) tal que
X, representa el nimero de lanzamientos en los que se observé el nimero
1, entonces su distribucion es multinomial con m = 10 lanzamientos, n = 6
posibles resultados y probabilidades de celda p; = %, Py = %, cee Pg = 2%.
La féormula anterior puede usarse para calcular la probabilidad de obtener
el nimero 6 en cuatro lanzamientos, el nimero 5 en tres lanzamientos, el

numero 4 en dos lanzamientos y el nimero 3 en solo un lanzamiento:

10! 1N /72N\%/3\'/74\2/5\%/6\"
0,0,1,2.3.4) = —— [ — = — — — —
5001239 = goreen (57) (1) Go) o) (50) (39)

59

~ 10000
Teorema 4.6.1 (Teorema Multinomial) Sean m y n enteros positivos.
Sea A el conjunto de vectores x = (z1,-- ,x,) tal que cada z; es un entero
no negativo y > ; x; = m. Entonces, para nimeros reales pi, pa, -+, pn:

m!
(P14 +p)" = mpgfl Py
x€A n

Definicién 4.6.2 Sean X, --- ,X,, vectores aleatorios con funcién de proba-
bilidad o funcién de densidad conjunta f(xi,---,X,). Sea fx,(x;) la funcién
de probabilidad o funcién de densidad marginal de X;. Entonces Xy, -+, X,
son vectores aleatorios mutuamente independientes si, para todo (Xy, - -+ ,X,):

n

fxa, - x0) = fx, (x1) - fx, (%) = T fx,(x0)

i=1
si todas las X;’s son unidimensionales, entonces Xi,---, X, son llamadas
variables aleatorias mutuamente independientes.
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Teorema 4.6.2 Sean X1, ---, X, variables aleatorias mutuamente indepen-
dientes. Sean gy, - - , g, funciones tales que g;(x;) es una funcién solo de z;,
1=1,2,--- ,n, entonces:

Elg1(X1) - gn(X0)] = E[02(X1)] - - E [ga (X))

Teorema 4.6.3 Sean X1, --- , X, variables aleatorias mutuamente indepen-
dientes con funciones generatrices de momentos My, (t),--- , Mx, (t). Si Z =
X1+ -+ X, entonces:

My (t) = Mx, (t)--- Mx, (t)

En particular, si las variables aleatorias Xy, --- , X,, tienen la misma distri-
bucién, con funcién generatriz de momentos M (t), entonces:

My(t) = [Mx (®)]"

Ejemplo 4.6.3 Suponga Xi,---, X, son variables aleatorias mutuamente
independientes y la distribucién de X; ~ G(«;, 5). Hallar la distribucién de
Z=X1+-+X,.

Corolario 4.6.1 Sean Xi,---,X, variables aleatorias mutuamente inde-
pendientes con funciones generatrices de momentos Mx, (), -, Mx, (t). Si
ai, -+ ,a, y b1, -+, b, son constantes, entonces la funciéon generatriz de mo-
mentos de Z = Y7 (a; X; + b;) es:

My(t) = e 2% My, (art) - - - My, (ant)

Ejemplo 4.6.4 Sean X1, -, X, variables aleatorias mutuamente indepen-
dientes con X; ~ N (u;,062) . Siay, - ,a, y by, -+, b, son constantes, hallar
la distribucién de Z = Y7 | (a; X; + b;).

Teorema 4.6.4 (Generalizacién del teorema Sean Xy, --,X,
vectores aleatorios independientes. Sea g;(x;) una funcién que solo depen-
de de x;, i« = 1,--- ,n. Entonces las variables aleatorias U; = ¢;(X;) son
mutuamente independientes.
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4.7. Transformaciones sobre un vector alea-

torio
Sea (X1, ---,X,) un vector aleatorio con funcién de densidad fx(x). Sea
A = {x: fx(x) > 0}. Considere un nuevo vector aleatorio (Uy,--- ,U,) de-

finido por U; = ¢;(Xy,---,X,), i = 1,--- ,n. Suponga que Ay, Ay, -, Ay
forman una particién de A. El conjunto Ag, el cual podria ser vacio, satisface
Pr((Xy, -, X,) € Ag) = 0. La transformacion (Uy, - - - ,U,) es una transfor-
macién 1 - 1 desde A; hacia B . Entonces para cada i, se puede obtener las
funciones inversas desde B hacia A;.

Denote la i-ésima inversa por x; = hy;(uy, -+ ,Up), T = hoi(ug, -+, uy),
Xy = hpi(ug, -+ ,uy,). Estas inversas dan un tnico (z1,--- ,x,) € A; tal
que (ug, -+ ,uy,) = (g1(x1,- -+ ,2n), -+, gn(x1,- -+ ,2,)). Sea J; el jacobiano

calculado desde la i-ésima inversa, es decir:

Oy Oz ., Oz Ohii(u) Ohy;(u) . Ohyi(u)
ouq Ous Oun ou ou Oy,
Oxy  Qxy .. Ozp Ohailu)  Ohailu) | Ohalu)
| Our  Ous2 Oun | Ouq Ous Oun
Ji=| ", . S = . . .
Ozn  Oxn ., Ozn Ohni(w)  Ohpi(w) Ohpi(u)
Ouy  Ouz Ounp Auq dus Aunp,

es el determinante de la matriz n x n. Luego la funcién de densidad conjunta
para u € B es:

k
Jolur, - un) =0 fx (i, - sug), - hai(ug, -+ up)) || (4.7.1)

i=1

Ejemplo 4.7.1 Sean X, Xy y X3 variables aleatorias independientes con
distribucién £(8 = 1). Probar que:

X X1+ X
X+ Xy 2 X 4+ Xy + X5

Uy Us=X1 +Xo+ X3

son variables aleatorias mutuamente independientes.
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