Estadistica Bayesiana

Modelos multiparametricos

Ms Carlos Lépez de Castilla Vasquez
Universidad Nacional Agraria La Molina

2017-1

Ms Carlos Lépez de Castilla Vasquez Estadistica Bayesiana



Introduccién Az
Introduccién

Distribucién a priori de Jeffreys

Introduccién

@ Aunque un problema puede incluir varios parametros de interés
las conclusiones se presentan solo para algunos pocos.

o En este caso el objetivo final del analisis bayesiano sera
obtener la distribucion posterior marginal de estos parametros.

@ Se empieza por calcular la distribucién posterior conjunta y
luego las distribuciones marginales de interés por integracién o
a través del proceso de simulacién.

@ En muchos problemas no existe un real interés en algunos de
los parametros involucrados pero deben ser considerados para
poder construir un modelo realista. Parametros de este tipo
son llamados parametros de ruido.
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Introduccién Az
Introduccién

Distribucién a priori de Jeffreys

Introduccién

@ Suponga que 8 = (01,07) y que se esta interesado solo en
hacer inferencias sobre 681 por lo que @, es un parametro de
ruido.

@ Para obtener la densidad posterior de 81 primero se debe
calcular la densidad posterior conjunta:

f(61,02]y) o< f(y|01,02)f(01,02)

y luego la densidad posterior marginal integrando sobre 65:

f(6:ly) = /f(01,02y)d02
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Introduccién Az
Introduccién

Distribucién a priori de Jeffreys

Introduccién

o La densidad posterior conjunta puede factorizarse de la
siguiente manera:

f(61,602]y) = f(601]02,y)f (02]y)
con lo que se tiene:
F@y) = [ 1(01102.9)1 (021y) do:
o La distribucion posterior puede ser obtenida simulando valores

de 0, desde f (02|y) y luego valores de 6; desde (61|62, y)
usando el valor de @, ya extraido.
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Introduccién

Distribucién a priori de Jeffreys

Distribucién a priori de Jeffreys

@ La versién multivariada para la distribucién a priori no
informativa de Jeffreys es:

f(6) o< [J(0)]"?

donde J(0) es el determinante de la matriz de informacion de
Fisher cuyos elementos son:
0]

2log f 2log f
b E [d og f (v|6) ,,] J—E [d og f (v|6)
@ Una alternativa es usar el producto de las distribuciones a

do? do;do;
priori de Jeffreys asumiendo independencia.
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Distribucién a priori de Jeffreys

@ Sea la distribucién fundamental:
y10 ~ N (1, 0?)

Hallar la distribucién a priori no informativa de Jeffreys para
0= (,u, 02).
@ Sea la distribucién fundamental:

y|7T ~ M (nvﬂ-l)ﬂ-27ﬂ-3)

Hallar la distribucién a priori no informativa de Jeffreys para
™ = (71,72, 73).
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Distribucién a priori no informativa

Modelo normal Distribucién a priori conjugada

Distribucién a priori no informativa

@ Considere un vector de n observaciones independientes desde
la distribucidn:

2
Yi,0 5 Yn NN(/J'vU )
@ Este modelo sera analizado a partir de una distribucién a priori

no informativa. Sin embargo los resultados pueden ser
facilmente extendidos al caso de distribuciones informativas.

e La distribucién a priori no informativa para p y o asumiendo
independencia entre ambos parametros es:

f(,u,02) x o2
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Distribucién a priori no informativa

Modelo normal Distribucién a priori conjugada

Distribucién a priori no informativa

o La distribucion posterior conjunta es:
T
f(p,o?ly) o< o " 2exp {—20 Z(YI — [ 2}
1 o
mren [ ]

o J”zexp{—2(1)_2 [(’nl—l )s*+n(y— p) }}

donde las estadisticas suficientes son y y s°.
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Distribucién a priori no informativa

Modelo normal Distribucién a priori conjugada

Distribucién a priori no informativa

@ La distribucion posterior conjunta se puede factorizar de la
siguiente manera:

f (n,0°ly) = f (ulo®,y) f (c®ly)

o La distribucion posterior condicional de 1 dado o2 es:
2
_ o
plo®,y ~ N (y, n)

o La distribucién posterior marginal de o2 es:

0|y ~ x*—inversadeescala (n — 1,s°)
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Distribucién a priori no informativa

Modelo normal Distribucién a priori conjugada

Distribucién a priori no informativa

o La distribucién posterior marginal para . se obtiene de la
siguiente manera:

f(uly) = /OOO f (n,0%ly) do?

—\2 —n/2
o 1+n(u—y) ]

(n—1)s2

o La distribucién posterior marginal para i es:

:U"y ~ th-1 (y) 52/n)
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Distribucién a priori no informativa

Modelo normal Distribucién a priori conjugada

Distribucién a priori no informativa

@ Un intervalo de credibilidad al (1 — a)) x 100 % para p basado
en su distribucién marginal es:
_ S _ S
y - tn_171_a/2% <pu<y-+ tn—l,l—a/2%

o La distribucion predictiva posterior para y es:
2 dud 2
f(7ly) f (Vlp, %) f (1, 0°ly) dudo

1
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Distribucién a priori no informativa

Modelo normal Distribucién a priori conjugada

Ejemplo: Estimacién de la velocidad de la luz

@ Se realizé un experimento en 1882 para medir la velocidad de
la luz registrando el tiempo que requiere para viajar una
distancia de 7442 metros.

@ Las medidas tomadas como desviaciones desde 24 800
nanosegundos muestran una distribucién aproximadamente
simétrica.

o El objetivo es realizar el proceso de inferencia posterior para la
media asumiendo una distribucién a priori no informativa.

@ Hallar un intervalo de credibilidad del 95 % para p usando su
distribucién posterior marginal.
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Distribucién a priori no informativa

Modelo normal Distribucién a priori conjugada

Ejemplo: Estimacién de la velocidad de la luz

Figura 1: Histograma para los tiempos observados
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Distribucién a priori no informativa

Modelo normal Distribucién a priori conjugada

Ejemplo: Estimacién de la velocidad de la luz

Intervalo usando la distribucién posterior marginal

> mediay <- mean(y)

> 52 <- var(y)

> n <- length(y)

> mediay + c(-1, 1)*qt(p = 0.975,df = n - 1)* sqrt(s2/n)
[1] 26.4802 29.0198

Intervalo usando el proceso de simulacién

> library(geoR)

> sigma2 <- rinvchisq(n = 10000, df = n - 1, scale = s2)

> mu <- rnorm(n = 10000, mean = mediay, sd = sqrt(sigma2/n))
> mean(mu)+c(-1, 1)*qt(p = 0.975,df = n - 1)*sd(mu)

[1] 26.45811 29.04037
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Distribucién a priori no informativa

Modelo normal Distribucién a priori conjugada

Ejemplo: Estimacién de la velocidad de la luz

Figura 2: Histograma para los valores simulados
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Distribucién a priori no informativa

Modelo normal Distribucién a priori conjugada

Distribucién a priori conjugada

@ La distribucién a priori conjugada esta dada por las siguientes
especificaciones:

2
g
plo® ~ N(uo,>

ko
0? ~ x? —inversadeescala (vg,03)

o La distribucién anterior es llamada normal xy?—inversa de
escala y se denota por:

2 2 ‘73 2
M?O' ~ NX </1’07,((J7U07UO>
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Distribucién a priori no informativa

Modelo normal Distribucién a priori conjugada

Distribucién a priori conjugada

@ La distribucién posterior es:
2 2 o 2
N?O- |y ~ NX <,U’n7kn7vnvo-n>
n

donde se puede demostrar que:

ko n _
Hn = ko—l—n'u0+k0+ny
ko, = ko+n
VUp = vg+n
2 2 2 kon 2
w0t = vo0d + (= 1)+ L (7 o)
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Distribucién a priori no informativa

Modelo normal Distribucién a priori conjugada

Distribucién a priori conjugada

o La distribucion posterior condicional de 1 dado o2 es:

2
g
doty ~ N (un, )

kn
ko n—
kg L n Tk 4 n
02 o2 o2 o2

o La distribucion posterior marginal de o2 es:

2

o’ly ~ x*—inversadeescala (vn,0?2)
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Distribucién a priori no informativa

Modelo normal Distribucién a priori conjugada

Distribucién a priori conjugada

o La distribucién posterior marginal de p es:

—(vnt1)/2
kn(,u—,u,,)2
f 1+ ————
() |1+

2
g
~ t’Un <,una k”>
n

e Un intervalo de credibilidad al (1 — &) x 100 % para p es:

On

g
Mn — tvn71—oc/2\/7/:* S pp+ tUn71—a/2\/F
n n
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Distribucién a priori no informativa

Modelo normal Distribucién a priori conjugada

Ejemplo: Rendimiento de un proceso quimico

@ Se sabe que el rendimiento porcentual de un proceso quimico
es aproximadamente 12 %. Sin embargo se han observado
rendimientos por debajo del valor mencionado.

@ Para comprobar si el rendimiento ha disminuido se toma una
muestra aleatoria de tamafio 20 de un lote de materia prima y

se obtuvo una media igual a 11.5 y una desviacion estandar de
0.3567.

@ Suponga que el rendimiento porcentual tiene distribucién

normal y que la distribucion a priori conjunta es:

2 2 US 4 2
p, o ~ Ny | po =12, = = —,vg = 3,05 = 4
ko 2
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Distribucién a priori no informativa
Distribucién a priori conjugada

Modelo normal

Ejemplo: Rendimiento de un proceso quimico

Distribucién posterior usando simulacién
> library(geoR)

> sigma2 <- rinvchisq(n = 10000, df = 23, scale = 0.64660906)
> mu <- rnorm(n = 10000, mean = 11.545454, sd =
sqrt(sigma2/22))

> mean(mu)+c(-1, 1)*qt(p = 0.975,df = 23)*sd(mu)

[1] 11.17601 11.91572

> hist(mu, freq=F, yaxt="n", ylab="", xlab="", main="")
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Distribucién a priori no informativa

Modelo normal Distribucién a priori conjugada

Ejemplo: Rendimiento de un proceso quimico

Figura 3: Histograma para los valores simulados
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Distribucién a priori conjugada
Modelo multinomial

Distribucién a priori conjugada

@ Siy=(y1, - ,yk) es el vector de observaciones entonces:
y|@ ~ M(n,8)

k k
donde > 7 0, =1y > ;y =n
o La distribucién a priori conjugada es Dirichlet:

6 ~D(ar, -, ak)

@ La distribucién posterior es:

Oly ~D(o1+y1, -,k + yk)
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Distribucién a priori conjugada
Modelo multinomial

Ejemplo: Intencién de voto

@ Se realizé una encuesta en abril del 2011 para analizar Ia
intencién de voto presidencial en la segunda vuelta de las
altimas elecciones.

@ De las 1570 personas encuestadas y; = 660 apoyaron a
Ollanta Humala, y» = 581 a Keiko Fujimori y y3 = 329
votarian en blanco o anularian su voto.

@ Si se asume que el muestreo es aleatorio entonces:
("1, y2,y3) ~ M(n = 1570, 61,65, 63)

@ Una estimacién de interés seria 01 — 05 la diferencia entre
quienes apoyan a los dos principales candidatos.
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Distribucién a priori conjugada
Modelo multinomial

Ejemplo: Intencién de voto

o Considerando una distribucién a priori no informativa con
a1 = ap = a3 = 1 la distribucién posterior es:

Oy ~ D(y1 +1=661,y, + 1 = 582, y3 + 1 = 330)

@ Se podria obtener la distribucién posterior de 6; — 6> por
simulacidn.

Distribucién posterior usando simulacién

> library(mixAK)

> theta <- rDirichlet(n = 10000, alpha = c(661, 582, 330))

> hist(theta[,1] - theta[,2], freq = F, yaxt = "n", ylab = "", xlab
llll, mal'n = Illl)
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Distribucién a priori conjugada
Modelo multinomial

Ejemplo: Intencién de voto

Figura 4: Histograma para los valores simulados de 6; — 05
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